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Komplexe Ubungsaufgabe Differetialgleichung

Die Rahmenhandlung

Sie werden von der Kripo um Hilfe gebeten: an einem kalten Wintermorgen wurde um 7 Uhr ein
Toter gefunden, seine Korpertemperatur betrug zu diesem Zeitpunkt 20°C. Nach einer Stunde ist
diese auf 15° abgesunken. Wann starb die Person (Kérpertemperatur zum Zeitpunkt des Todes
37°)?

Die Kripo bittet um eine genaue Zeitangabe, da am gleichen Tag um 5:15 aus einem sehr nahe
dem Tatort gelegenen Geféingnis ein Morder entlassen wurde. IThre Antwort kann diese Person ent-
oder belasten, seien Sie sich also Threr Verantwortung fiir eine korrekte Losung bewusst.

Als Physiker verstehen Sie sofort, dass es sich bei diesem Problem um ein einfaches Warmeab-
gabeproblem handelt, beschrieben durch Newton’s Abkiihlungsgesetz

dT
a = kT -U®) (1)

mit k als einem Wérmeabgabekoeflizienten, T'(t) als der Temperatur 7' in Abhéngigkeit von der

Zeit t und U(t) als der Umgebungstemperatur. Also rufen Sie beim Wetterdienst an und erhalten
fiir den Temperaturverlauf des betreffenden Tages

U(t) =3°C — 5°Ccos(w(t — 2 h)) (2)

mit w = 7/12 h~!. Unter Vernachlissigung der Einheiten, also bei Angabe der Zeit in Stunden und
der Temperatur in °C, lasst sich dieser Verlauf abkiirzen als

U(t) =3 —5cos(w(t —2)) .

Die Aufgabe — in einzelne Schritte zerlegt

1. Beginnen Sie mit einem ‘quick and dirty approach’ und nehmen die Umgebungstemperatur
als konstant an. Die DGL (1) wird dann

dr
S = —k(T(t) = o) -

(a) Klassifizieren Sie die DGL. Welche Losungsverfahren fallen Thnen fiir diesen Typ von
DGL ein.

(b) Lésen Sie diese DGL allgemein. Beschreiben Sie Thr Lisungsverfahren.
(¢) Verifizieren Sie die Losung durch Einsetzen in die DGL.

(d) Wenden Sie die Losung auf Thr Problem an. Hinweis: Sie kennen zwar k nicht, kennen
aber die Temperatur zu zwei verschiedenen Zeitpunkten.

(e) Sie trauen den vor Ort arbeitenden Kriminaltechnikern das Ablesen eines Thermometers
nicht zu und nehmen einen Fehler von £0.5°C in der Temperaturmessung an. Bestim-
men Sie mit diesen Annahmen den frithesten und spétesten moglichen Todeszeitpunkt
(Variante 1 gibt 20.5°C fiir 7 Uhr und 14.5°C fiir 8 Uhr, Variante 2 gibt 19.5°C fiir 7
Uhr und 15.5°C fiir 8 Uhr — beide Varianten mit 37°C zur Zeit tg).

Lésung:

(a) Mathematisch ist die Differentialgleichung eine lineare inhomogene DGL erster Ordnung.
Da die Inhomogenitét jedoch eine Konstante ist, lasst sich selbst die inhomogene DGL
durch einen Separationsansatz 16sen. Sie wird daher zumindest von Physikern auch als
lineare homogene DGL erster Ordnung mit konstantem Summanden klassifiziert. Der
Koefhizient k ist konstant.

Zur Losung stehen die folgenden Verfahren zu Verfiigung;:
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e bei Interpretation als homogene DGL mit konstantem Summanden kann der Sepa-
rationsansatz direkt angewendet werden und mit Hilfe einer Substitution integriert
werden.

e bei Interpretation als inhomogene DGL muss geméfl Superpositionsprinzip zuerst
die homogene DGL T = —kT gelost werden und anschliefend eine spezielle Losung
fiir die inhomogene DGL gefunden werden.

Fiir die homogene DGL kann einer der folgenden Ansétze verwendet werden:

— Separation der Variablen,
— Exponentialansatz,
— Losung durch eine Potenzreihe.
Die inhomogene Gleichung kann gelost werden durch
— Variation der Konstanten oder
— Aufsuchen einer partikuldren Losung mit Hilfe eines Ansatzes, der der Inhomo-
genitdt dhnlich ist.
AuBerdem konnten wir als Vergleichsverfahren auch eine numerische Lésung versuchen
(das werden Sie auf Ubungszettel 10 nachholen).
(b) Arbeiten wir nacheinander die obigen Losungsverfahren ab.

e Interpretation als homogene DGL mit konstantem Summanden. Separation liefert

ar ar

& - — _kdT.
at (T-t) = 7§

Da wir die allgemeine Lésung suchen, konnen wir keine Integrationsgrenzen angeben
sondern bilden links und rechts das unbestimmte Integral

ar W=T—Uq du=
/TiUoz—/k:dt Ty du=dt (T~ Ug) = —kt + ¢y .

Durch Anwenden der Exponentialfunktion lisst sich nach T'(¢t) auflésen:
T—Uy=ce ™ = T(t)=ce * + Uy . (3)

Plausibilitdtsbetrachtung: fiir grofle Zeiten verschwindet die abfallende Exponenti-
alfunktion und die Temperatur nidhert sich der Umgebungstemperatur Uy an — was
physikalisch sinnvoll ist.

Uberpriifung durch Einsetzen in die DGL: mit T' = —kce™** ergibt sich

—kce ™ = —k(ce ™ + Uy — Up) = 1=1,

was mathematisch korrekt ist.

e Bei Interpretation als inhomogene DGL 16sen wir zuerst die homogene DGL T =
—kT:

— Separation der Variablen liefert

dr dr
T k = kdt

Der Ausdruck kann direkt integriert und nach 7" aufgelost werden:

dr
—:f/kdt = InT = —kt + ¢ =T{)=ce™™. (4)

T
Uberpriifen der Losung durch Ableiten (T = —kce ") und Einsetzen in die
homogene DGL: der Ausdruck —kce % = —kce™"* ist sinnvoll.



— Exponentialansatz: zur Losung der DGL machen wir den Ansatz T = ce.

Ableiten und Einsetzen in die homogene DGL liefert
AeeM = —keett = A=—k,

d.h. die Losung der homogenen DGL ist T' = ce~**. Uberpriifen durch Einsetzen

(s.0.).

— Potenzreihenansatz: zur Losung machen wir einen Ansatz
T = Z aiti mit T = Z i(lﬂfiil = Z (Z + 1)ai+1ti .
i—0o° i=10° i=0%°
Einsetzen in die homogene DGL liefert
i+ Dast =—k Y ait’ =Y ((i+1D)aip +ka)t =0.
i=00° i=00°° =0

Damit die Potenzreihe verschwindet, muss jeder der Koeffizienten verschwinden,

d.h. es ist
, k (=k)’
Da; ka; =0 d damit ] = ———a; = —2ag .
(i4+ Dajr1 + ka und dami @iyl r1® a0

Damit ergibt sich als Losung der homogenen DGL

o (—kt)! o (—kt)' _

T S
i=0 i=0

wie bereits mit den anderen beiden Verfahren bestimmt.
Zur Losung der inhomogene Gleichung haben wir zwei Mo6glichkeiten.

— die Variation der Konstanten ist ein einfaches schematisches Verfahren, bei dem
die Integrationskonstante als Funktion der unabhingigen Variablen betrachten,
d.h. T = ¢(t) e ¥, Ableiten und Einsetzen in die inhomogene DGL liefert

de M _cke ™ = —k(ce ™ —Uy) = ¢ =kUpe" = =Uye+C
mit C als neuer Integrationskonstanten. Einsetzen in den Ansatz liefert
T=ct)e ™= Uy +C)e ™" =Ce™ +U,.

Das entspricht der allgemeinen Losung in (3). Uberpriifung wie dort.

— zum Aufsuchen der partikuliren Losung machen wir einen Ansatz, der der Inho-
mogenitét dhnlich ist, d.h. wir wihlen eine Konstante: T,,(t) = C. Ableiten und
Einsetzen in die inhomogene DGL liefert

Oz—k(C—Uo) = C:Uo,

d.h. die partikulédre Losung wird T, = Uy. Zusammen mit der allgemeinen Losung
(4) der homogenen DGL ergibt sich die bereits bekannte Losung

Tt) =Ty +T,=ce ™ +Uy.

(¢) haben wir gleich beim ersten Losungsversuch in (b) bereits erledigt.

(d) hier heifit es etwas denken (und zwar sorgfiltig, da dieser Ansatz auch in Aufgaben-
teil (3) benotigt wird): wir haben eine allgemeine Lésung mit einer nicht bestimmten
Integrationskonstante sowie einem unbekannten Koeffizienten k. Dieser wird sich nicht
in einer Formelsammlung finden lassen, da eine unbekleidete Leiche sicherlich schneller
auskiihlen wird als eine gut verpackte. Die Losung der inhomogenen DGL ist also eine
Gleichung mit zwei Unbekannten: der Integrationskonstante ¢ und dem Koeffizienten k.



Auflerdem fehlt uns der Zeitpunkt ¢y des Mordes: fiir diese Anfangsbedingung kennen
wir zwar die Temperatur aber eben nicht den Zeitpunkt. Fiir diese drei Unbekannten
haben wir drei Informationen:

T(to) = 37, T(7) =20 und T(8)=15. (5)
Einsetzen in die allgemeine Losung liefert das Gleichungssystem

0=cE""+U; = In(20-Uy)=—Tk+eci,
15=cE®+Uy = In(15-Uy)=-8k+c¢; und
3T=cE " 4+ U, = I(37-Uy) =—tok+cy = to = [c1 — In(37 — Up)] /k .

Die letzte Gleichung ist die Bestimmungsgleichung fiir die gesuchte Grofle g, die Unbe-
kannten k£ und ¢ lassen sich aus den ersten beiden Gleichungen bestimmen. Thre Differenz
ergibt

20 — Uy
15— Uy

(20— Up) —In(15—Up) =k =  k=In (6)

und nach Einsetzen dieses Ausdrucks in die erste Gleichung

20 -0y
15— Uy

20 -0y
15— Uy

In(20 — Up) = —7In +e = c1 =1n(20 — Up) + 7In

Mit der (als konstant angenommenen) Umgebungstemperatur Uy = 3 — 5cos(bw) =
3 — 5cos(bm/12) & 1.7 erhalten wir

20—-1.7
n— -
15 -1.7

Einsetzen in die letzte Gleichung des Gleichungssystems ergibt

k=1 =1n18.3/13.3 ~ 0.319 und ¢y =In183+7In18.3/13.3 = 5.141 .

to = [5.141 — In 35.3] /0.319 ~ 4.94 , (7)

d.h. der Todeszeitpunkt liegt um 4:57. Da wir auf Grund der als konstant angenomme-
nen Umgebungstemperatur Uy nur eine grobe Néherung vorgenommen haben, ist diese
Angabe nicht ausreichend, den verdéchtigten Haftentlassenen zu be- oder entlasten. Wir
miissen also genauer rechnen.

Anmerkung: Die etwas mithsame Diskussion zeigt, dass wir das Problem auch auf eine
ganz andere Weise hétten anpacken konnen. Gehen wir dazu auf das Verfahren der Se-
paration der Variablen fiir die vollstdndige DGL zuriick und fiithren die Integration fiir
die beiden bekannten Temperaturen aus:

20 7
dr (20 — Up)
=— | kdt In————<=—k(7T—1ty)) = -7k + kt
[7=5--/ T Mgy T M =Tk
37 to
und
7 oar 7 (15 — Up)
—_ [ kdt I~ 2% (8 —tg) = —8k + kty .
/T—Uo / > gy T RE ) it
37 to

Subtraktion der beiden Gleichungen liefert

(20=Uo)

(20— Up) - (15— Up) Gy . (20— Up)
YBT—Uy) (3T =) = n 50y Y15 0y)
—Uvo

wir erhalten also auch auf diesem Weg das bereits aus (6) bekannte Ergebnis. Durch
Einsetzen in eine der beiden Gleichungen ergibt sich tg zu

(20 — Up) (20-Up) ,, (20— Uy) . In18.3/35.3

1 7 7~ 4.9
(37— Uy) GT—T)/ P 5=0,) " mis3i33 " ’

In = —Tk+kty = to=1In



was das Ergebnis aus (7) bestétigt. Bitte beachten Sie, dass dieses Verfahren nur deshalb
funktioniert, weil wir die im mathematischen Sinne inhomogene DGL separieren und
direkt integrieren kénnen ohne eine Trennung in den homogenen und den inhomogenen
Anteil vornehmen zu miissen.

(e) Zur Fehlerabschiitzung betrachten wir die beiden ungiinstigsten Fiille:

i. um 7 Uhr wurde eine zu hohe und um 8 Uhr eine zu niedrige Temperatur gemessen,
d.h. die Leiche kiihlt deutlich schneller ab als oben bestimmt. Dann erhalten wir
statt (5)

T(to) = 37, T(7) =20.5 und T(8) =14.5.

Damit erhalten wir

20.5 - Uy ~ In18.8/35.3

k=In =270 1 0.384 d ty= o090
Masop, TU0ss 0T n18.8/12.8

+7=5.36.
Das ist plausibel, da eine schnellere Abkiihlung den Todeszeitpunkt dichter an den
Zeitpunkt des Auffindens verlagern wiirde. Dieser Zeitpunkt liegt auch nach der
Entlassung des Strafgefangenen.

ii. um 7 Uhr wurde eine zu niedrige und um 8 Uhr eine zu hohe Temperatur gemessen,

d.h. die Leiche kiihlt langsamer ab und wir erwarten einen fritheren Todeszeitpunkt.
Statt (5) erhalten wir

T(to) =37, T(7)=195 und T(8) =155

und damit

19.5 — Uy In17.5/35

k=1In—2 "0 ~0.255 d tg= L0
" 155U, b * T In17.5/13.5

+ 7~ 4.29.

Die Temperaturverldufe fiir alle drei Félle sind in der folgenden Abbildung gegeben:
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Die schwarze Kurve gibt die Losung fiir die gegebenen Werte, die rote und griine Kurve
geben jeweils die ‘worst case’ Szenarien bei Beriicksichtigung der Fehler. Der Todeszeit-
punkt liegt irgendwo zwischen den Schnittstellen der roten und der griinen Kurve mit
der oberen horizontalen Achse.

2. Wenden Sie sich nun der allgemeinen DGL (1) zu, d.h. betrachten Sie

% = KTt —-U®) mit Ut)=p+ dcosw(t — @) .

(a) Klassifizieren Sie die DGL.



(b) Beschreiben Sie das Losungsverfahren fiir eine derartige DGL.

(¢) Losen Sie diese DGL allgemein.

(d) Verifizieren Sie die allgemeine Losung.

Lésung:

(a) in diesem Fall handelt es sich eindeutig um eine inhomogene DGL. Die homogene DGL

(b)

ist, wie bereits ausfiihrlich in Aufgabeteil 1 diskutiert, 7' = —kT, die Inhomogenitét ist
U(t) = k(p+ Acos(w(t — ¢))).

Der Losungsverfahren wurde in Aufgabenteil 1, Unterpunkt (a) bereits ausfiihrlich disku-
tiert: zuerst wird die homogene DGL gelost (kann von dort direkt iibernommen werden),
anschliefend muss eine spezielle Losung der inhomogenen DGL gefunden werden — ent-
weder durch Variation der Konstanten oder durch einen Ansatz, der der Inhomogenitét
ghnlich ist.

(c¢) Die Losung der homogenen DGL ist aus Aufgabenteil 1, Unterpunkt (b) bekannt als

Th = ce k.

e zur Losung der inhomogenen DGL durch Variation der Konstanten ersetzen wir darin

die Integrationskonstante ¢ durch eine Funktion c¢(t) der unabhingigen Variablen,
leiten ab und setzen in die DGL ein:

de M —che ™™ = —k (ce™ — i — X cos(w(t — ¢))) .
Auflssen nach ¢’ liefert als DGL fiir die Funktion ¢(t):
¢ = (kp+ kX cos(w(t — ¢))) ekt .

Der Ausdruck ldsst sich direkt integrieren, wobei der zweite Summand im Integran-
den wieder ein Produkt aus einer Winkelfunktion und der Exponentialfunktion ist.
Da wir ein derartiges Integral sowohl durch doppelte partielle Integration als auch im
Komplexen bereits mehrfach betrachtet haben, kénnen wir das Ergebnis ausnahms-
weise mal aus den Aufzeichnungen/von alten Ubungszetteln abschreiben:

axr

/e‘” cos(bz) dx = poae (a cos(bz) + b sin(bx)) .

Damit erhalten wir

kt

c(t) = pekt + k)\h (kcos(w(t — ¢)) + w sin(w(t — ¢))) + C .

Einsetzen in die Losung der homogenen DGL liefert als Gesamtlosung fiir die inho-
mogene DGL

okt
Tt) = [Mekt + k)\m (k cos(w(t — @) + w sin(w(t — ¢))) + C okt
= p+ % (kcos(w(t — ¢)) +w sin(w(t — ¢))) + Ce™ . ®)

als alternatives Losungsverfahren suchen wir eine partikulére Losung 7}, der inhomo-
genen DGL. Dazu miissen wir einen Ansatz machen, der der Inhomogenitéit d&hnlich
ist. In diesem Fall besteht die Inhomogenitit aus einer Summe aus einer konstan-
ten Funktion p und einer Winkelfunktion (Kosinus). Der Ansatz muss daher eine
Summe aus den Standardanséitzen fiir diese beiden Arten von Funktionen sein: eine
Konstante plus eine Linearkombination aus den Winkelfunktionen Sinus und Kosi-
nus:
T =A+ Bsin(w(t — ¢)) + C cos(w(t — ¢))



mit der Ableitung
T = wB cos(w(t — ¢)) — wCsin(w(t — 9)) .
Einsetzen in die inhomogene DGL liefert
wB cos(w(t — ¢)) —wCsin(w(t — ) =
= —k[A + Bsin(w(t — ) + Ccos(w(t — ¢)) — p— Acos(w(t - )] -

Koeflizientenvergleich liefert

kA =ku, wB = —kC + kX und —wC = —-kB
und damit
Mkw k Mkw A2
A = = — = — = .
o w? + k2 und ¢ ww?+ k2 w?4k2

Die partikuldre Losung ldsst sich damit schreiben als

kA 5 (kcos(w(t — ) +w sin(w(t —p))) ,

T, = —_
P ﬂ+k2+w

die Gesamtlosung ergibt sich daraus zu

Tt)=p+ % (kcos(w(t — @) + w sin(w(t — ©))) +ce F .
Das ist identisch mit (8).
(d) zur Uberpriifung der Losung ableiten und in die inhomogene DGL einsetzen. Es war
T(t) = pu+ _RA (kcos(w(t — @) + w sin(w(t — p))) + Ce*
k2 +w?
und damit

kA

) (—kwsin(w(t — ¢)) + w? cos(w(t — ))) — kCe ™™ .

Einsetzen in die inhomogene DGL liefert

k:2]j—7)\w2 (fkw sin(w(t — ) + w? cos(w(t — cp))) _ kCe Rt —
|t e (reos(w(t — )+ w sin(w(t — 9)) + CeH — = Xeos(u(t - )

Die x in der eckigen Klammer heben sich weg, ebenso die Terme —kCe™** auf beiden

Seiten der Gleichung und die Terme ‘—kw sin mal Bruch’ auf beiden Seiten der Gleichung.
Der verbleibende Rest ist

kX, kA

e coslt = 9)) = =k cos(w(t — ) + kA cos(w(t — 9)) -

Den ersten Term rechts auf die linke Seite bringen und diese zusammen fassen liefert
kA cos(w(t — p)) = kA cos(w(t — ¢)) = 1=1.

(8) ist also Losung der inhomogenen DGL und kann in Aufgabenteil 3 als solche verwen-
det werden.

3. Wenden Sie jetzt die unter Pkt. (2) gefundene Losung auf den in (2) gegebenen Temperatur-
gang an.



(a) Zeigen Sie, dass sich aus den zu den beiden Zeiten gemessenen Temperaturen ergibt

12(k% + w?)+5k(k cos(bw) + w sin(6w))

b T T ) sk cos(w) + wsin(oe)) | "

(b) Gleichung (9) ldsst sich zwar auf beliebig viele Weisen umschreiben, allerdings nicht
nach k£ auflésen. Daher versuchen Sie ein iteratives Verfahren: Setzen Sie auf der rechten
Seite eine Schétzung fiir k ein (z.B. den Wert aus dem ‘quick and dirty approach’) und
bestimmen Sie daraus eine neue Schétzung fiir k. Wiederholen Sie dieses Verfahren, bis
sich Thre Annahmen fiir k£ stabilisieren — von Hand oder besser noch in MATLAB. Dann
haben Sie die gesuchte Losung fiir k& gefunden. Kénnen Sie erkennen, warum? (Hinweis:
Sie sollten k a2 0.334 erhalten.)

(c) Die Kérpertemeratur zum Zeitpunkt ¢y des Todes betrug 37°. Ferner ist ¢(7) = 20. Zeigen
Sie, dass sich fiir ty ergibt

7y 1 17(k? 4+ w?)+5k(k cos(bw) + w sin(5w))
=Tk T 34k + w?) 15k (k cos(w(to — 2)) + w sin(w(to — 2)))

(d) Schétzen Sie den Todeszeitpunkt ab (verwenden Sie z.B. wieder das Ergebnis aus Pkt.
(1) der Aufgabe) und fiithren Sie wieder eine iterative Prozedur durch (wie in (3.b)).
Versuchen Sie auch hier, die Iteration mit einem MATLAB-Skript vorzunehmen. (Hinweis:
Sie sollten t ~ 5.26 oder 5:15.6 erhalten.)

Lésung: das Hauptproblem im Lésungsverfahren haben wir uns bereits in Aufgabenteil (1)
klar gemacht: wir besitzen keine Anfangsbedingung, aus der sich die Integrationskonstante
bestimmen lésst sondern wir haben die Unbekannten Gréfien ¢, j und tg, die durch Verwendung
der drei Gleichungen (5) aus dem such dabei ergebenden Gleichungssystem bestimmt werden
konnen. Da die kurze Variante des Einsetzens der Bedingungen als Integrationsgrenzen hier
nicht durchfiihrbar ist, muss die langsame Variante iibernommen werden (das entspricht auch
der Struktur der Fragen).

(a) zur Bestimmung von k werden die letzten beiden Bedingungen aus (5) benétigt. Einsetzen
in die allemeine Losung (8) der DGL liefert die beiden Gleichungen

5k

- : —Tk

20 = 3-— Wktu? (k cos(bw) 4+ w sin(bw)) + Ce und
5 . —8k

15 = 3-— P (k cos(6w) 4+ w sin(6w)) + Ce

Das folgende Umschreiben der Gleichungen lehnt sich an Aufgabenteil 1 an: Exponenti-
alfunktion auf eine Seite bringen, anschlieffend logarithmieren:

5k .
—Tk4+c¢c = In (17 + Pro? (k cos(bw) + w sm(5w))> und
—8k+c = In (12 + % (k cos(bw) 4+ w sin(6w))> .

Die Differenz der beiden Gleichungen liefert einen Ausdruck, auf dessen linker Seite ein
k steht, dessen rechte Seite allerdings weiterhin von k abhéngt:

5k
In (17 + m
12+ kz — (kcos(bw) + w sin(6w))
17+ kg — (kcos(5w) + w sin(5w) ]
W {12(1@2 +w ) + 5k(k cos(6w) + w sin(6w) }
17(k% + w?) + 5k(k cos(bw) + w sin(5w))

ok

k _OF
k2 4+ w?

(k cos(bw) 4+ w sin(5w)) | — In (12 + (k cos(bw) + w sin(6w))>

Das entspricht der Vorgabe in (9).



(b) das in der Aufgabenstellung vorgeschlagene Verfahren interpretiert (9) derart, dass k als
eine Folge dargestellt wird, rekursiv definiert als

12(k? + w?) + bk;i(k; cos(6w) + w sin(6w))

17(k? + w?) 4 5k;(k; cos(bw) + w sin(bw))

ki+1 =—1In

Konvergiert diese Folge, so erhalten wir automatisch eine Losung fiir k.
Als MATLAB-Skript kénnen Sie z.B. das folgende Fragment verwenden:

Anzahl1=100;n=[1:1:Anzahl] ;a=zeros(Anzahl,1) ;kk(1)=0.1; om=pi/12;

for k=1:length(n)

zaehl (k+1)=12* ((kk (k) )" 2+om” 2) +5xkk (k) * (kk (k) *cos (6*om) +om*sin (6*om) ) ;
nenn (k+1)=17*((kk (k) ) 2+om"2) +5*kk (k) * (kk (k) *cos (5*om) +om*sin (5%om) ) ;
kk(k+1) = - log(zaehl(k+1)/nenn(k+1));

end

plot (kk)

Mit dem aus Aufgabenteil 1 bestimmten Wert fiir & konvergiert die reihe sehr schnell,
etwas Spielen mit den Startwerten zeigt, dass die Folge fiir beliebige Startwerte schnell
(d.h. innerhalb von wenigen Schritten) gegen den in der Aufgabenstellung gegebenen
Wert 0.364 konvergiert:
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(¢) Den Todeszeitpunkt to konnen wir nun aus der allgemeinen Losung (8) mit Hilfe der
ersten Bedingung in (5) bestimmen. Einsetzen liefert

37=3- kJQi—ika (K cos(bw) + w sin(bw)) + Ce~Fto

und damit nach Umformen:

1 5k
to =——In (34+k32+

A 3 (k cos(w(to — 2)) + w sin(w(tg — 2)))) .
Auf Grund des Hinweises in der Aufgabenstellung verwenden wir als zweite Gleichung
das bereits bekannte

ok

1 .
7= Z In <17 + Pra? (k cos(bw) + w sm(5w))) .



Addition der beiden Gleichungen liefert dann den in der Aufgabenstellung gegebenen
Ausdruck:

1 k
ty = T+ z In <17 + 5 (kcos(bw) +w sin(5w)))

k? 4+ w
1 5k .
% In(34+ m(k cos(w(tp — 2)) + w sin(w(to — 2)))

(17 + s (keos(5w) +w sin(5w)))

1
= 74+ —-1In

k (34 + 2tz (k cos(w(to — 2)) + w sin(w(to — 2))))
. 1 In [ 17(k% + w?) + 5k(k cos(bw) + w sin(5w)) ]
N k 34(k2 4+ w?) + 5k(k cos(w(ty — 2)) + w sin(w(ty — 2)))

(d) Die Idee zur Bestimmung von ¢y folgt der bereits in Teil (b) fiir k skizzierten, d.h. wir
interpretieren den fiir ¢, gewonnen Ausdruck wieder als eine Rekursionsformel fiir eine
(hoffentlich genauso schnell) konvergierende Folge:

1
toit1 = 7+ —1In

17(k? + w?) + 5k(k cos(bw) + w sin(5w))
| |

34(k? + w?) + 5k(k cos(w(to,; —2)) + w sin(w(to,; — 2)))
Die Behandlung in MATLAB erfolgt daher #hnlich der in Aufgabenteil (b). Spielen mit

verschiedenen (auch sinnlosen) Startwerten zeigt, dass auch diese Folge schnell konver-
giert (und zwar gegen den Wert 5.26, entsprechend 5:15.6):

6 6

n
N

t, [n]
t, [n]

N
N

0 0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Schrittzahl Schrittzahl
10 6
9
4
£ ° £
= 7 = 2
6 0
5
0 10 20 30 40 50 Q 10 20 30 40 50
Schrittzahl Schrittzahl

Der spétere Todeszeitpunkt im Vergleich zu der einfachen Abschétzung in Aufgabenteil
1 ist sinnvoll: in Aufgabeteil 1 haben wir durchgéngig die relativ hohe Umgebungstem-
peratur von 7 Uhr angenommen. dann ist die Differenz T'— U relativ klein, so dass auch
der Warmeverlust gering ist. Der reale Temperaturverlauf ist jedoch derart, dass die
Temperaturen vor dem Auffinden der Leiche geringer waren als zum Auffindezeitpunkt,
so dass der Warmeverlust entsprechend grofler war und der Todeszeitpunkt daher néher
am Zeitpunkt des Auffindens liegen muss als durch die Abschéitzung in Aufgabenteil 1
nahe gelegt.

Diese kurze Diskussion zeigt auch, warum Sie sich in Aufgabeteil 4 Gedanken iiber die
Robustheit Thres Verfahrens machen sollen — einfache Annahmen (wie eine falsche Tem-
peratur) und ungenaue Messungen (wie im letzten Teil von Aufgabenteil 1 andisku-
tiert) fithren zu sehr unterschiedlichen Ergebnissen. Sie sollen aus Ihrer Ratlosigkeit, was
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denn hier schon wieder gefragt sein konnte, selbst die Erfahrung machen, dass die An-
wendung von Physik auf reale Probleme etwas anderes ist als Ihnen in den normalen
Ubungsaufgaben suggeriert wird.

4. Sie wissen aus leidiger Erfahrung, dass in einem Gerichtsverfahren immer nach moglichen
Fehlerquellen in den Gutachten gesucht wird. Daher Stellen Sie die allgemeine Losung aus
Pkt. (2) fiir den in (2) gegebenen Temperaturverlauf und verschiedene Werte von k im Be-
reich [0.1,0.5] graphisch dar. Suchen Sie sich (in der Datei oder im Graphen) fiir die einzelnen
Kurven jeweils die Stellen, an denen die Temperatur innerhalb einer Stunde von 20°C auf 15°
absinkt und bestimmen Sie daraus die Werte fiir t¢, die sich fiir die verschiedenen k ergeben.

Losung: beginnen wir mit einer Vorbetrachtung und nehmen wie in Aufgabenteil 1 an, dass die
Umgebungstemperatur konstant ist. Dann ldsst sich der Temperaturverlauf T'(t) bestimmen

als
T(t) t

ar T - U,
=k [ kat ] k-t
/T—U0 / DA T (t = to)

37 to
bzw. nach Auflosen nach T

T(t) = (37— Up) e *t=t) L 1 .

Zumindest fiir konstantes Uy ldsst sich damit der Einfluss des Parameters k& auf den Tempe-
raturverlauf untersuchen. Dazu verwenden wir einmal als Umgebungstemperatur Uy = 1.7°C
(wie in Aufgabenteil 1), zum anderen die sich aus dem Temperaturverlauf (2) ergeben Extre-
ma von —2°C und 8°C. Mit ty = 0 als dem Startzeitpunkt der Abkiihlung erhalten wir fiir
diese drei Umgebungstemperaturen die unten gezeigten Verldufe; im rechten Teil ist jeweils
nur der Temperaturbereich zwischen 15 und 20°C betrachtet: nur die Kurven kénnen sinn-
volle Losungen des Problems sein, bei denen die Temperaturianderung zwischen diesen beiden
Werten in ungefidhr einer Stunde erfolgt. Der Parameter an den einzelnen Kurven ist k im
Bereich von 0.1 bis 0.5 in Schritten von 0.05.

2 4 6 8

Zeit t [h]
2 4 6 8
Zeit t [h]

AN

Zeit t [h] Zeit t [h]
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Da die mittlere Steigung innerhalb des Intervalls von 15 und 20°C bei konstanter Umge-
bungstemperatur nur durch k bestimmt ist, findet sich in jedem Kurvensatz (d.h. fiir jede
Umgebungstemperatur) nur ein Wert von k, fiir den die Beobachtungen erfiillt sind. Aller-
dings ergibt sich fiir jede der drei Umgebungstemperaturen ein anderer Wert von k.

Was konnen wir daraus fiir eine variable Umgebungstemperatur lernen: selbst bei konstantem
k ergeben sich unterschiedliche Temperaturverldufe in Abhéngigkeit von der Startzeit ¢q. Inder
allgemeinen Losung (8) der DGL kénnen wir die Integrationskonstante in Abhéngigkeit von
der Startzeit bestimmen aus T'(tg) = 37:

3T=p+ 5 [k cos(w(to — ¢)) + wsin(w(to — ¢))] + ce ko

kX
k24w
liefert nach Umformen

o ot {37 Tk cos(ilto — 9) + w sin - som} -

Einsetzen in (8) liefert als allgemeine Losung der DGL (in Abhéngigkeit von tg):

T() = n+t gz keos((t —¢)) +wsinw(t - )]
+ {37 e # [k cos(w(to — ¢)) + w sin(w(to — (p))]} o H(t=to)

Diese Losung konnen wir als erstes fiir festes & (z.B. den Wert aus Aufgabenteil 3, Unterpunkt
(b)) und verschiedene Startzeiten tg = 3n (n = 0,...7) untersuchen:

T

T
k=0.334

. N
: rd N
L ~.Z. 4
o 20 1 L 1 .~ 1 L 1 1

30 35 40 45

20 25
Zeit t [h]

Untersuchen wir zuerst, ob die Losung iiberhaupt physikalisch sinnvoll ist. Die Ausgangsglei-
chung T' = —k(T — U(t) beschreibt uns die Anderung von T' in Abhéingigkeit vom Tempera-
turunterschied zwischen dem Koérper und der Umgebung. Dabei treten drei Félle auf:

e ist der Korper wirmer als seine Umgebung, T > U (t), so ist T' < 0, d.h. die Temperatur
des Korpers verringert sich durch Warmeabgabe an die Umgebung.

e haben Kérper und Umgebung identische Temperatur, T = U(t), so ist T = 0 und die
Temperatur bleibt konstant.

e ist der Korper kiihler als seine Umgebung, T' < U(t), so ist T > 0, d.h. die Temperatur
des Korpers erhoht sich.

Alle drei Fille lassen sich in der obigen Abbildung erkennen: die gestrichelte Kurve gibt die
Umgebungstemperatur, die anderen Kurven jeweils die Temperatur des Korpers fiir verschie-
denen Zeiten ty. Die lokalen Extrema des Temperaturverlaufs fallen entsprechend immer mit
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den Schnittpunkten zwischen T'(¢) und U (t) zusammen. Auflerdem ist es physikalisch sinnvoll,
dass die Kurven fiir spéte Zeiten identisch sind: dann ist der Startzeitpunkt ¢y egal und die
Temperatur 7" wird nur noch durch die Umgebungstemperatur bestimmt.

Die Unterschiede in den Temperaturverldaufen sind offensichtlich: bei einem n#chtlichen Mord
(durchgezogene schwarze und griine Kurven) sinken die Temperaturen auf Grund der geringen
Umgebungstemperatur sehr schnell wihrend die hoheren Temperaturen um die Mittagszeit
mit einem langsameren Absinken der Temperatur verbunden sind.

20

19.5¢

19

Temp T [°C]

-

o

o
T

16

1551

45

3
Zeit t [h]

Die voran gegangene Abbildung betrachtet nur den Temperaturbereich von 15 bis 20°, die
Kurven fiir die verschiedenen t, sind alle so verschoben, dass der ¢ in der graphischen Darstel-
lung auf ¢ = 0 fallt. Dadurch lassen sich die mittleren Steigungen in diesem Temperaturbereich
besser vergleichen: die Temperaturabnahme von 20 auf 15°C erfolgt trotz des konstanten k je
nach Startzeitpunkt ¢y innerhalb von ca. 1/2 Stunden bis hin zu ca. 3/2 Stunden. Lassen wir
(entsprechend der Messfehler) einen etwas gréfieren Bereich von Temperaturen (von 14.5 bis
20.5°C zu, so werden die Unterschiede noch grofer.

Die Unsicherheit im Verfahren entsteht dadurch, dass es auf zwei (fehlerbehafteten) Messun-
gen beruht, aus denen zwei Parameter, der Warmeabgabekoeffizient k& und der Todeszeitpunkt
to, zu bestimmen sind. Da die beiden Temperaturen mit Fehlern behaftet sind, ist bereits &
fehlerhaft. Dieser Fehler setzt sich (zusammen mit dem Fehler der Temperatuemessungen) in
die Bestimmung von ¢y fort. Formale Verfahren zur Fehlerrechnung kennen wir noch nicht,
daher schétzen wir die Einfliisse moglicher Fehler einfach durch Variation der Parameter ab.
Stellen wir also die Temperaturveréiaufe wie in den beiden voran gegangenen Abbildungen fiir
verschiedenen Werte von k dar.

~ ~ 20 _ _
© 30 o © 30 k=0.3 o
s 2 o 20 . 5
€ 10 £ £ 10 : £
2 0 o 16 2 .'\/\ @
0 =3
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40 5
Zeit t[h]

~ ~ 20 _
P, 30 2 °
= 20 — 18 iy
£ 10 £ g
[ e 18 e

0 10 20 30 40 4

Zeit t [n]

~ 20 — ~
© 30 IR k=025 1 9 © 30 e
52 | A 52 A
E Q] B = b

0 10 20 30 40 2 0 10 20 30 40 3

Zeit t[h] Zeit t[h] Zeit t [h] Zeit t [h]
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Kleine Werte von k entsprechen einer guten Isolation: so unterscheiden sich die Temperatur-
kurven fiir & = 0.1 selbst nach einem Tag noch in Abh#ngigkeit von t3. Auflerdem findet
sich hier kein Absinken von 20° auf 15° innerhalb von weniger als zwei Stunden, d.h. un-
abhéngig von t( lassen sich (selbst bei Annahme eines Fehlers), die Beobachtungen mit einer
so guten Isolation nicht reproduzieren. Auch fiir £ = 0.2 ist die mittlere Temperaturabnah-
me unabhingig von ty in der Regel zu grof}, lediglich bei einem Mord kurz vor Mitternacht
wiirde auf Grund der grofien Differenz zwischen T' und der Umgebungstemperatur eine (mit
einer fehlerbehafteten Messung vereinbare) Temperaturabnahme auftreten — allerdings wire
die Temperatur dann entgegen den Beobachtungen bereits kurz nach Mitternacht auf 20°C
abgesunken und nicht erst beim Auffinden der Leiche um 7 Uhr.

Auf diese Weise konnen wir uns weiter durch die Abbildung hangeln und den Bereich méglicher
sinnvoller Kombinationen von k& und %y eingrenzen. Entsprechend der Argumentation bei
k = 0.1 gilt fiir schlechte Isolierung (k > 0.4): hier erfolgt die Temperaturabnahme von 20 auf
15°C unabhéngig von ty zu schnell, d.h. diese Werte kénnen wir ausschlieflen.

Bearbeitungshinweise:

Sie sollen bei der Bearbeitung dieses Ubungszettels nicht nur zeigen, dass Sie die DGL 15sen
konnen sondern Sie sollen auch darstellen, dass Sie mit den zugehorigen Grundbegriffen umge-
hen konnen. Daher sollen Sie Ihre Verfahren erldutern sowie Losungen durch auf andere Weise
gefundene Losungen iiberpriifen — so, wie ein Gutachter seine Ergebnisse aufarbeiten miisste, da-
mit sie von anderen Fachleuten in einem (Gerichts-)Verfahren bewertet werden konnen. Bei den
iterativen Verfahren bitte die MATLAB-Skripte mit angeben.
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